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Резюме. Прилагането на компютърен софтуер в процеса на обучение привлича вниманието на студентите, предизвиква техния интерес за задълбочено изучаване на съответната учебна дисциплина и е предпоставка за развитие на практически умения при решаване на конкретни проблеми. Методът на най-малките квадрати е тема с изключително значение за бъдещите инженери; намирането на апроксимираща функция към таблично зададени функции е неоспорима  инженерна практика. В статията представяме реализация на метода на най-малките квадрати със системата за компютърна математика Maple.
Ключови думи: Метод на най-малките квадрати, STEM образование, система за компютърна математика Maple.
ВЪВЕДЕНИЕ
Методът на най-малките квадрати е може би една от най-използваните техники в областта на регресионния анализ, което се дължи на следните факти:

1. Повечето общи оценки могат да бъдат обхванати в следната рамка: средната стойност на разпределението е стойността, която свежда до минимум сумата на квадратите на отклоненията.

2. Използването на квадрати е предпоставка методът да дава математически верни резултати.

3. Математическите конструкции и алгоритми, участващи в метода на най-малките квадрати, например производни на функции, са много добре изучени [1].
Основната идея на този метод е, че като критерий за точността при решаването на даден проблем се взема предвид сумата от квадратите на отклоненията, която се стремим да сведем до минимум. Водеща цел при използване на метода на най-малките квадрати  е получаване на възможно най-малка грешка при апроксимация [2].

Като аналитичен подход към изпълнението на метода при набор от първоначални данни и предполагаемия набор от решения се определя функционална зависимост, която може да бъде изразена чрез формула. В този случай методът на най-малките квадрати се свежда до намирането на минимума на функцията, представляваща сбора от квадратите  на отклоненията на входните данни. 
ИЗЛОЖЕНИЕ

1. Системи за компютърна математика
За да се повиши интересът на студентите към математиката и да се поставят основите на едно съвременно STEM-образование (Science, Technology, Engineering and Mathematics) се въвежда и разширява използването на компютърно-базирани методи на обучение.

Използването на компютърни системи може да провокира постоянно взаимодействие в семинарните упражнения, при някои от които изискваме от студентите да участват в приложни дейности и други, при които изискваме обратна връзка за нивото на усвояване на учебния материал. Студентите имат по-позитивен поглед към интерактивна учебна среда и осъзнават, че обучението с компютърни системи повишава интереса им към тематичната област. Студентите са по-мотивирани да учат, когато са пряко заети в създаването и споделянето на знания [3]. 
В курсовете по Висша математика, в ТУ – Габрово са предвидени часове (лабораторни упражнения), в които задачите се решават с помощта на система за  компютърна математика, например: MATLAB, Maxima, Maple, Wolfram Alpha. В тези часове студентите от инженерни специалности имат възможността да задълбочат знанията си по математика и да се научат как да прилагат математически софтуер при решаване на различни видове задачи.

Maple е една от най-предпочитаните системи за компютърна математика, което се дължи на специално разработените средства за обучение на студенти.
Maple е универсален софтуерен пакет с разбираем интерфейс, с визуализирана и подобрена среда за работа [4]. Maple е програмен продукт, който може да бъде много успешно използван при изпълнение на следните математически операции: 

1. числови  изчисления с цели, рационални, реални и комплексни числа; 

2. преобразуване на различни символни изрази; 

3. действия с матрици и детерминанти; 

4. аналитично решаване на алгебрични уравнения, неравенства и системи от алгебрични уравнения;  числено и геометрично решаване на различни уравнения; 

5. пресмятане на граници на функции, производни функции и интеграли; 

6. решаване на диференциални уравнения; 

7. изобразяване на двумерни и тримерни графики в декартови и полярни координати.

Системата Maple помага за по-бързо и точно решаване на задачи по математика, като запазва условията, решенията и визуализациите в един документ.

Използването на Maple позволява файла да бъде структуриран на секции както и въвеждане на текстови полета, което е добра възможност за изготвяне на електронни учебни материали.
2. Същност на метода на най-малките квадрати
В следствие на направен експеримент, ние трябва да установим каква е функционалната зависимост на величината  [image: image2.png]


 от величината [image: image4.png]x:y = f(x).



 Нека в резултат на направени измервания да получим [image: image6.png]


 стойности на функцията  [image: image8.png]


 при съответни стойности на аргумента [image: image10.png]



В следващата таблица са записани резултатите (Таблица. 1): 
Таблица 1. 
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Данните от таблицата могат да бъдат изобразени в декартова координатна система под формата на точките  [image: image22.png]M, (x,51)



, [image: image24.png]M. (x;,v:)



, …,[image: image26.png]M, (x,,v,)



. Тогава решението на задачата се свежда до избор на апроксимираща функция [image: image28.png]y = f(x)



, чиято графика минава възможно най-близо до точките [image: image30.png]M, (x,51)



, [image: image32.png]M. (x;,v:)



, …,[image: image34.png]M, (x,,v,)



. Нека точките, получени при експеримента са разположени в координатната равнина, както е показано на Фигура 1. В този случай оптималното решение е да търсим линейна функция, т.е. права линия с уравнение [image: image36.png]


, която най-добре приближава експерименталните данни.

[image: image37.png]



 Фигура 1.
3. Математически модел
Класическият метод на най-малките квадрати се основава именно на определяне на минимума на сумата от квадратите на отклоненията [image: image39.png]


  по оста Oy на точките [image: image41.png](x;,v;)



 : 

[image: image43.png]


                               (1)
Тъй като в нашия случай апроксимацията ще бъде осъществена с помощта на права линия, имаме: 
         [image: image45.png]


                  (2)

По този начин, задачата за намиране на права линия, която най-добре отразява зависимостта на величините , се свежда до изчисляване на минимума на функция на две променливи: 

             (3)
[image: image47.png]s(ag,a;) = X%, (v; — (ap + a,x;))?



           
За да направим това, трябва да приравним частните производни на новите променливи [image: image50.png]


 и [image: image52.png]


на нула. 

               [image: image54.png]Os

2= 2ZI 0~ @+ a1x)) =0
257, (v — (@ + a,1))x, =

as




            (4)


       След няколко преобразувания, получаваме система, състояща се от две уравнения с две неизвестни [image: image56.png]


 и [image: image58.png]


:

                [image: image60.png]Aon+a i, 6 =X Vi
Ao X, +a X 2 =3y,




(5)

Като решим системата (5), получаваме стационарна точка с координати [image: image62.png]


 * и [image: image64.png]


 *. В тази точка, функцията достига своя минимум, т.е. търсената  линейна функция, която най-добре апроксимира входните данни има следния вид: 

[image: image66.png]


  [image: image68.png]


 + [image: image70.png]aix



,

което е регресионния модел за въпросния пример.
4. Задачи – реализация с Maple
Задача 1. Нека имаме следните входни данни, зададени в таблицата (Таблица 2):

Таблица 2.
	  [image: image71.png]
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	139
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	132


Намерете функция [image: image74.png]y = f(x)



, която приближава най-добре дадените точки по метода на най-малките квадрати.


        Решение: В дадения случай имаме [image: image76.png]


 Ще търсим линейна функция [image: image78.png]y=f(x)



от вида [image: image80.png]


 Съставяме равенството  [image: image82.png]s(ag,a,



 ):  
                                                                                                      [image: image84.png]s(ag,ay) =X, (v; — (ap + a;x;))?




За да съставим системата (5) и да намерим коефициентите [image: image86.png]


 и [image: image88.png]


, изчисляваме предварително:

[image: image90.png]560




, [image: image92.png]


,  [image: image94.png]


, [image: image96.png]


.
Тогава системата (5) придобива следния вид:
[image: image97.png]8a,+560a, =982
560a, + 39290a, — 68891




Като решим тази система за неизвестните [image: image99.png]


 и [image: image101.png]


, намираме съответно: [image: image103.png]a, = 191/36



 и [image: image105.png]a, = 151/90.



 

Следователно търсената права линия има следното уравнение:  [image: image107.png]


 (Фигура. 2).
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Фигура 2.
Решение с Maple: Намираме уравнението на апроксимиращата права, като активираме пакета CurveFitting и приложим командата LeastSquares(xdata, ydata, v, opts).
 > [image: image109.wmf]
> [image: image110.wmf]
                   [image: image111.wmf]
        Задача 2. Дадени са точките [image: image113.png]A(—4,0),B(-2,—-1),€ (1,1),D (3,0)



. Да се намери линейна функция [image: image115.png]y = f(x)



, която приближава най-добре дадените точки по метода на най-малките квадрати. Да се изследва коя от следните две прави p и q, съответно с уравнения [image: image117.png]p:y =2



  и [image: image119.png]q:y =3



 , се намира по-близо до търсената права.
        Решение: Съставяме следната таблица (Таблица 3):

Таблица 3.
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	[image: image129.png]S ()
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	[image: image130.png]S (vy)
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	12.5


В дадения случай имаме [image: image132.png]


 Ще търсим линейна функция от вида [image: image134.png]


 Съставяме равенството  [image: image136.png]s(ag,a,



 ):    
                                                                                                    [image: image138.png]s(ag,ay) =X, (v; — (ap + a;x;))?




За да съставим системата (5) и да намерим коефициентите [image: image140.png]


 и [image: image142.png]


, изчисляваме предварително

[image: image144.png]


, [image: image146.png]


,  [image: image148.png]


, [image: image150.png]


.

Тогава системата (5) придобива следния вид:
[image: image151.png]4ay—2a,=0
2a,+30a,

3




Като решим тази система за неизвестните [image: image153.png]


 и [image: image155.png]


, намираме съответно: [image: image157.png]


 и [image: image159.png]


 


Следователно търсената права линия има следното уравнение:  [image: image161.png]



За сумата от квадратите на отклоненията за правата [image: image163.png]p:y =

o 1%



имаме  [image: image165.png]S (y,)=6.5



, а съответно за правата [image: image167.png]


  имаме [image: image169.png]S(y,)=125



. Очевидно [image: image171.png]S(vg)> S ()



, от което заключаваме, че правата [image: image173.png]p:y =2



  се намира по-близо до апроксимиращата права [image: image175.png]


 (Фигура. 3).
Решение с Maple:

> [image: image176.wmf]
> [image: image177.wmf]
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> [image: image179.wmf]
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> [image: image182.wmf]
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> [image: image185.wmf]
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> [image: image187.wmf]
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> [image: image189.wmf]
[image: image190.wmf]
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Фигура 3.
ЗАКЛЮЧЕНИЕ
За студентите системите за компютърна математика са много ценен помощник при решаването на задачи от изучаваните математически дисциплини. Тяхното целенасочено използване освобождава студентите от рутинните математически изчисления като им позволява да съсредоточат вниманието си върху същността на изучавания материал. 

Решението на дадените задачи с Maple е по-бързо за изпълнение и изключително точно и естествено се възприема с по-голям ентусиазъм от студентите в сравнение с чисто математическите решения.

Използването на  компютърен софтуер повишава интереса и мотивацията на студентите при решаване на различни математически задачи, както и насърчава техните способности за самостоятелна работа. 
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