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Abstract
In this paper, synthesis of chaotic synchronization scheme with projective synchronization, on the basis of two forth-order hyperchaotic systems is designed. When two chaotic systems are in projective synchronization, the systems’ variables pairs are in identical synchronization, but scaled to each other. The control is designed on two stages: on the first stage a linear error system is obtained, which significantly eases the stability analysis, and on the second stage such additional control is searched, that to ensure the achievement of projective synchronization.
Keywords: chaos; hyperchaos; projective synchronization; active control; 
ВЪВЕДЕНИЕ

Явлението хаос в една нелинейна система може да бъде както полезно, така и вредно, в зависимост от конкретния случай. Ако хаосът е нежелан, се синтезира управление към системата, което да я стабилизира, например в някоя от равновесните й точки. При друг тип задачи целенасочено се търси система, която да проявява хаотично поведение, с цел защита на информация или оптимизиране на процеси в промишлеността[1].
Под понятието синхронизация на хаотични системи се разбират процеси, при които две или повече хаотични системи, еквивалентни или не по структура и параметри, приспособяват динамиката си една към друга чрез подходящо свързване помежду им [2]. В основата си, методите за хаотична синхронизация имат за цел да се  синтезира такава връзка между системите, че синхронизация да може да се постигне дори ако началните условия на едната система са извън областта на привличане на хаотичният й атрактор.  Основен етап от синтеза на една хаотична синхронизационна схема е аналитичното доказване на нейната устойчивост. От известните до момента подходи за установяване на устойчивостта на една хаотична система, единствено втория метод на Ляпунов [3] дава необходимо и достатъчно условие за устойчивост.
Преобладаващата част от известните методи за хаотична синхронизация целят функциите на разсъгласуване между системните променливи да клонят към нула, т.е. системите да синхронизират динамиката си [4,5]. През последните години се търсят възможности за получаване на по-сложни типове синхронизирано поведение, като това се прави най-вече с цел усъвършенстване на методите за защитени комуникации с хаос, където използването на базови хаотични синхронизационни схеми с различна от идентичната синхронизация би могло да повиши степента на защита на информацията. 

В статията се предлага синтез на хаотична синхронизационна схема с мащабирана [6] синхронизация на основата на синтез на управляващи функции според втория метод за устойчивост на Ляпунов. 
ИЗЛОЖЕНИЕ

Хиперхаотични се наричат тези хаотични системи, които имат два положителни показателя на Ляпунов. Показателите на Ляпунов са мярка за разходимостта на съседни траектории на хаотичния атрактор в пространството на състоянието. Два положителни показателя означават разходимост на траекториите в две пространствени направления, което означава по-сложен вид хаотична динамика. Причината за избор на хиперхаотична система вместо хаотична такава с един положителен показател на Ляпунов е, че хиперхаотичните системи поради характера си имат предимства при използването им в хаотични комуникационни системи [7]. 
При основния клас задачи за хаотична синхронизация се цели синхронизирането на динамиката на две идентични хаотични системи с еднопосочна връзка между тях. Прието е системата, която осигурява свързващия сигнал, да се нарича управляваща система (1), а системата, която приема този сигнал и настройва динамиката си - подчинена система (2). Двете могат да бъдат представени посредством следният обобщен запис:
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където [image: image7.png]%, % € R"



 са векторите на състоянието на системата, [image: image9.png]f(x)



 и [image: image11.png]f(x)



 са нелинейни функции, а [image: image13.png]


 е управляващ сигнал към системата (2). Началните условия на системата са различни, т.е. [image: image15.png]x(0) = x(0)



.
При мащабираната синхронизация подчинената система (2) ще има същото качествено поведение като управляващата система (1), но атракторите на двете системи ще са с различен мащаб, а понякога и с различна симетрия. За постигане на такъв вид синхронизация е необходимо системата от разсъгласуването да придобие следния вид:

[image: image17.png]


,
          (3)
където [image: image19.png]


 са коефициенти на мащабиране. Случаите на идентична, анти- и хибридна синхронизация могат да се разгледат като частен случай на мащабирана синхронизация с коефициент на мащабиране [image: image21.png]


.

За да се осъществи мащабирана синхронизация между системите (1) и (2), се търсят такива управления [image: image23.png]


, че да се изпълни условието:
[image: image25.png]lim & (£)




                                                  (4)
Синтезът на управление се реализира на основата на втория метод за устойчивост на Ляпунов, където се търси такава функция [image: image27.png]V(e)



, която да отговаря на условията:

[image: image29.png]V(e) >0,
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                                         (5)
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  [image: image39.png]Ve = 0.



                                         (7)
С цел да се изпълнят трите условия, най-често избраната функция на Ляпунов е квадратична функция от отделните съставящи на вектора e, например:

[image: image41.png]Vie) = (ef +ei +ef +e).




                      (8)

Изпълнението на третото условие ще се търси чрез подходящ синтез на управляващите функции [image: image43.png]


. Те трябва да бъдат така синтезирани, че за първата производна на функцията [image: image45.png]V(e)



 да се получи отрицателно определен израз, например от типа:

[image: image47.png]


,        (9)
където при положителни константи [image: image49.png]


 се изпълнява условието (7).
ХАОТИЧНА мащабирана СИНХРОНИЗАЦИЯ НА две идентични хиперхаотични СИСТЕМИ

Обект на изследване в настоящата статия е абстрактен математичен модел на хиперхаотична система от четвърти ред с две квадратични нелинейности, проектиран от Vaidyanathan през 2018г [8]. Динамиката й се описва със следните уравнения:
[image: image50.png]a(x, —x,)+ xg,




[image: image52.png]X, = bx; — x,x; + x,,



                                   (10)
[image: image53.png]X3 = XXy — X3 — X,




[image: image55.png]Xy = —c(x; +x,).



                  
Системата има хиперхаотично поведение за стойности на параметрите [image: image57.png]10



, [image: image59.png]


 и [image: image61.png]


. 
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Фиг. 1. Проекции на хиперхаотичния атрактор в подпространствата [image: image65.png](x4 X>%3)



 и [image: image67.png](XX3%x4)
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Фиг. 2. Времеви характеристики на променливите на състоянието [image: image70.png]



Моделът (10) е симулиран с продукта MATLAB (Simulink) с начални условия: [image: image72.png]x,(0) =03



, [image: image74.png]x,(0) = 0.3



, [image: image76.png]x;(0) = 0.3



 и [image: image78.png]x4(0) = 0.3



, като две от тримерите проекциите на полученият хаотичен атрактор са показани в пространството на състоянието на фиг. 1.
На фиг. 2 са показани времевите характеристики на четирите променливи на състоянието [image: image80.png]


.
Нека бъде синтезирана синхронизационна схема от типа (1), (2) с управляваща система (10) и подчинена система:
[image: image81.png]¥, =a(¥,—%,)+ %, +u,




[image: image83.png]X, =bX, — ¥,%, + X, + u,,



                       (11)
[image: image84.png]s
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[image: image86.png]—c(%, +%,) +u,.



                  
Синхронизационната схема с мащабирана синхронизация ще има следните функции на разсъгласуване:
[image: image88.png]





          (12)

С отчитане на (12), системата от разсъгласуването между управляващата система (10) и подчинената система (11) се получава във вида:
[image: image89.png]X, + Xy — @,0%, — Q€ — @ Xy — a U,





[image: image90.png]



[image: image91.png]Xy — Xy — QgX %y — 83 + A%y — Agliz




[image: image92.png]¥y— QyXy = —CX, — CXo + A €%, + @y





        (13)
Ако се избере функция на Ляпунов от тип (8), която отговаря на условията (5) и (6), то управляващите сигнали трябва да имат следния вид:
[image: image93.png]



[image: image94.png]Xy~ X)X + X — @R, + ax¥, X3 — @y %, — ke





[image: image95.png]



[image: image96.png]



        (14)
При заместване на управляващите функции (14) в системата от разсъгласуването (13), се получава запис от вида:
[image: image97.png]=—k,e,




[image: image99.png]= —k,e,






        (15)
[image: image100.png]= —kje,




[image: image101.png]= —kye,




за който, при положителни константи [image: image103.png]


   се изпълнява условието (7).
Синхронизационната схема между двете системи (10) и (11) с управляващи функции (14) с коефициенти [image: image105.png]


, [image: image107.png]


 и произволно избрани мащабиращи коефициенти [image: image109.png]


, [image: image111.png]


, [image: image113.png]


 и [image: image115.png]


 е реализирана и симулирана в среда на  MATLAB/Simulink.

Началните условия на системите са съответно [image: image117.png]x(0) = [0.3 0.3 0.3 0.3]7



 и [image: image119.png]


 като и двата набора са избрани произволно. 
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Фиг. 3. Функции на разсъгласуване [image: image122.png]



[image: image124.png]
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Фиг. 4. Съвместна динамика на двойките променливи [image: image127.png]


 
На фиг. 3 са представени получените функции на разсъгласуване (13), които графично потвърждават настъпването на хаотична синхронизация около четвъртата секунда от преходния процес.
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Фиг. 5. Съвместни проекции на хиперхаотичните атрактори в подпространствата [image: image131.png](x4 X>%3)



 и [image: image133.png](XX3%x4)




Съвместната динамика на променливите на управляващата и подчинената системи [image: image135.png]


 е представена на фигура 4. От графиката се вижда, че след края на преходния процес, двойките променливи са в режим на синхронизация, като динамиката на подчинената система е мащабирана със съответния [image: image137.png]


 коефициент, спрямо поведението на управляващата система. Фигура 4 графично потвърждава настъпването на режим на мащабирана синхронизация след края на преходния процес. 

На фигура 5 са представени две тримерни проекции на хаотичните атрактори на управляващата и подчинената системи. Ясно се виждат разликите в размера на двата атрактора, а именно по-малкия атрактор на подчинената система спрямо управляващата. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
На основата на втория метод за устойчивост на Ляпунов е синтезирано управление към хиперхаотична система, в резултат на което тя влиза в режим на мащабирана хаотична синхронизация с идентична на нея система. Двете системи са еднотипни, но в резултат на управлението подчинената система има различен тип хаотична динамика и на практика може да се разглежда като нов тип хиперхаотична система с различен атрактор от този на базовия модел. В статията е реализирана само една конкретна комбинация от мащабиращи коефициенти, същият подход без принципни различия може да бъде приложен за произволна такава комбинация. 
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